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Представлен метод, позволяющий учащимся изучать математику как целостную науку посред-
ством решения одной задачи разными способами. Приведены примеры задач и рассмотрены раз-
ные способы их решений, относящиеся к одному или разным разделам математики. Описана ме-
тодика этого творческого, развивающего подхода. В статье объяснено, какие изменения призван 
внести интегративный подход в подготовку студентов, получающих педагогическое образование. 
Ключевые слова: решение задачи разными способами, математика как целостная наука, интегра-
тивные связи, математическое мышление, математическое творчество, взаимное обучение учеников. 
 
A method that allows students to study mathematics as an integrated discipline by solving one problem in 
different ways is presented. The examples of problems are given and different ways of their decisions re-
lating to the same or different branches of mathematics are considered. This approach is considered as a 
creative one. In addition, the paper describes the contribution of this integrative approach to prospective 
teachers training. 
Keywords: solving a problem in different ways, Mathematics as a holistic discipline, integrative connec-
tions, mathematical thinking, mathematical creativity, peer teaching. 
 
Введение. Актуальность темы для учащихся и учителей. В педагогической литера-
туре подчеркивается, что в процессе обучения математике очень важно, чтобы учащиеся 
воспринимали математику как целостную науку, в которой все темы (разделы) взаимосвяза-
ны. Для глубокого понимания и решения задачи учащийся должен соединить разные области 
математики [1], [2]. Поиск учащимися различных способов решения одной задачи – один из 
путей осуществления этой цели, развивающий математическое творчество учащихся. Опре-
деляя три основные свойства математического творчества учащегося (и не только одаренно-
го учащегося): генерация идей, гибкость, новизна, Сильвер подчеркивает, что решение задач 
разными способами развивает эти свойства. Это происходит, когда ученики находят новые 
способы, анализируют, сравнивают и обобщают особенности разных способов в ходе обсуж-
дения на уроке [3]. Лейкина утверждает, что развитие привычки решать одну задачу разными 
способами поднимает математическое мышление на более высокий уровень, и предлагает 
использовать этот подход, чтобы связать знания в разных областях математики и таким об-
разом закрепить знания в каждой из этих областей [4]. Однако обычно в учебниках матема-
тики задачи классифицированы по темам в соответствии с учебными программами, поэтому 
многие ученики «точно знают», к какой теме принадлежит задача, и думают, что для каждой 
задачи можно найти «одно единственное решение» [5]. 
В Израиле, в соответствии с новой реформой школьного образования, это направление 
провозглашено в качестве центрального в школьном курсе математики. Реформа подчерки-
вает, что одним из путей осуществления этой цели является поиск учащимися различных 
способов решения одной и той же задачи. Актуальность темы усиливает тот факт, что сего-
дня на экзаменах на аттестат зрелости в израильских школах нет ограничений на использо-
вание математических тем при решении задач, и каждая изученная тема может использо-
ваться учеником как инструмент для решения любой задачи (например, задачу по теме «Сте-
реометрия» ученик может решить с помощью векторов и т. п.). Причем, требование Мини-
стерства просвещения относится не только к старшим классам (10–12 классы), но и к сред-
ней школе (7–9 классы). (Якель и Кобб рекомендуют использовать этот подход, начиная с 
начальный школы [6]). 
Ориентация на интегративные связи между разделами школьного курса математики 
призвана внести изменения в подготовку студентов, получающих педагогическое образова-
ние. На математических курсах, которые преподаю, отдельная тема – «Решение одной задачи 
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разными способами». Как правило, эта тема завершает курс, и студенты обучаются поиску 
разных способов решения внутри одного раздела, а также способов, относящихся к разным 
разделам математики, и собирают в свою «методическую копилку» новые интересные идеи. 
На экзаменах на математических курсах в качестве обязательного задания студент должен ре-
шить одну из предложенных задач двумя способами. В курсы «Методика преподавания мате-
матики» и «Развитие математического мышления» (курс для студентов, обучающихся на вто-
рую академическую степень, все они – учителя в школах), также включена тема «Интеграция 
между различными разделами математики и пути ее использования в преподавании». Студен-
ты решают задачи разными способами в рамках одной или разных математических тем. 
Методика и примеры. Решение математических задач разными способами развивает у 
ученика много важных способностей, в том числе умение предвидеть результат и способно-
сти разумно искать правильный путь в запутанных условиях задачи. Учитель должен стре-
миться к тому, чтобы ученик, прочтя задачу и еще не производя никаких действий, научился 
видеть, какой способ не пригоден, а какой может быть использован. Такое умение вырабаты-
вается в процессе решения одной и той же задачи разными способами. Именно поэтому ча-
сто полезнее решить одну и ту же задачу тремя различными способами, чем решить три раз-
личные задачи одним способом. 
– Разные способы решения одной задачи, использующие материал темы, на языке 
которой сформулирована задача. Идея этого подхода в том, что одна и та же задача пере-
ходит из темы в тему и «сопровождает» учащихся при изучении разных тем школьного курса 
математики. В каждой теме она решается с помощью математического материала (понятий, 
теорем, формул), относящегося к этой теме. Ниже пример такой задачи (взята из школьного 
учебника по геометрии для 10 класса). 
Задача. Две окружности пересекаются в точках A и B так, что их диаметры AC и AD 
перпендикулярны (рисунок 1). Доказать: AB²=CB·BD. 
 
 
 
Рисунок 1 – Данный в задаче чертеж 
 
Перед учениками ставилась цель найти максимально возможное количество способов ее 
решения. У каждого способа есть автор, имя которого обязательно записывается на классной 
доске. Этот организованный поиск новых способов решения позволил повторить, применить и 
закрепить изучаемую тему. На уроке происходило взаимное обучение учеников, обмен идеями 
и накопление новых идей, почерпнутых из найденных способов. В процессе изучения геомет-
рии учащиеся нашли более десяти различных способов решения этой задачи. Ниже в таблице 1 
приведены краткие пояснения к некоторым из них с указанием темы урока, на котором этот 
способ может быть рассмотрен. (Несомненно, что кроме представленных в таблице решений, 
имеются и другие, не менее интересные). Студентам на курсе Евклидовой геометрии в теме 
«Разные способы решения одной задачи» предлагалось найти как можно больше способов ре-
шения, проанализировать и сравнить методику и специфику их преподавания. 
Решение задачи. Сначала доказывается, что три точки C, B, D лежат на одной прямой 
(используется теорема о вписанном угле, опирающимся на диаметр), и отсюда следует, что 
CD гипотенуза прямоугольного треугольника CAD. 
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Таблица 1 – Способы решения задачи с помощью разных тем геометрии 
 
Номер 
способа 
Тема урока 
(новая тема или повторение) 
Чертеж и дополнительное построение Идея способа 
 и указания к решению 
1 Подобные треугольники Общая хорда AB, отрезки CB и BD. 
 
1. Доказать подобие прямо-
угольных треугольников  
∆ABD и ∆CBA.  
2. Записать пропорцию для соот-
ветствующих сторон, и по свой-
ству пропорции (произведение 
крайних членов равно произве-
дению средних членов пропор-
ции) получить требуемое. 
2 Теорема о касательной и 
секущей к одной окруж-
ности, выходящих из 
одной точки вне ее 
Общая хорда AB, отрезки CB и BD. 
 
1.По теореме о касательной и 
секущей к большой окружности 
2AD CD BD  
2. По теореме Пифагора в ∆ABD  
2 2 2AB BD AD  
3. Подставить 1 в 2, перенести 
2  BD в правую часть равенства и 
вынести общий множитель BD . 
Заменить CD -  BD  на .CB  
3 Теорема Пифагора Общая хорда AB, отрезки CB и BD. 
 
1. Записать теорему Пифагора 
для ∆ABD и ∆ABC и сложить 
почленно эти равенства. 
2. В полученном равенстве заменить 
по теореме Пифагора для ∆ACD. 
2 2 2AD AC CD  
3. Заменить CD  = CB  +  BD  и 
раскрыть формулу квадрата 
суммы для 
2( ) ,  CB BD а затем упростить . 
4 Теорема о средней ли-
нии треугольника 
Теорема о высоте, про-
веденной к гипотенузе в 
прямоугольном тре-
угольнике 
Отрезок, соединяющий центры дан-
ных окружностей. 
Общая хорда AB, отрезки CB и BD. 
 
1. По теореме о высоте, прове-
денной к гипотенузе в прямо-
угольном треугольнике ∆OAO' 
2 'AP OP O P  
2. По теореме о средней линии 
треугольника 
1 1
 ;  
2 2
OP CB OP BD  
3. Доказать, что 
1
2
AP AB  
4. Подставить формулы 2 и 3 в 1.  
5 Теорема о пропорцио-
нальных отрезках, обра-
зующихся при пересече-
нии двух хорд в окруж-
ности 
Построить ∆CED, симметричный 
∆CAD относительно отрезка CD . 
 
 
1. Доказать конгруэнтность 
∆CAD и ∆CED. 
2. В четырехугольнике ADEC  
A + E =180º, поэтому его 
можно вписать в окружность. 
3.По теореме о пропорциональ-
ных отрезках, образующихся при 
пересечении двух хорд в окруж-
ности, получаем 
CB BD =  .AB BE  
4. Поскольку BE AB , остается 
подставить это равенство в 1. 
 
– Разные способы решения одной задачи, использующие материал из других разде-
лов математики. Учащиеся возвращались к рассмотренной выше задаче при изучении раз-
Построение интегративных связей в процессе преподавания математики… 
 
43 
ных тем математики, и в каждой теме способ ее решения они связывали с материалом этой 
конкретной темы. Ниже в таблице 2 приводятся способы решения той же задачи, в которых 
используются такие математические инструменты как аналитическая геометрия, тригоно-
метрия и векторы. 
 
Таблица 2 – Способы решения задачи с помощью разных разделов математики 
 
Способ Чертеж Указания к решению 
ан
ал
и
ти
ч
ес
к
ая
 г
ео
м
ет
р
и
я 
 
1. Поместим ∆ACD в систему координат так, что точка B 
совпадет с началом координат, а ось Y пройдет через высоту 
AB. Обозначим координаты вершин: 
A (0, y), C (-x2, 0), D (x1, 0), B (0, 0).  
2. ∆CAD прямоугольный, поэтому произведение угловых ко-
эффициентов отрезков AC и AD равно -1, т.е. mAD · mAС = -1 
1
AD
y
m
x
; 
2
AC
y
m
x
 
3. Перемножив почленно эти равенства, получим 
 y
2 
= x1 ∙ x2 
Поскольку y = AB , x1 = BD , x2 = BC , получили требуемое. 
тр
и
го
н
о
м
ет
р
и
я 
 
1. Доказать, что  ACB =  BAD. 
2. В прямоугольном ∆ABC выразим tanAB CB   
3. В прямоугольном ∆ABD выразим cotAB BD  
4. Умножим почленно оба равенства, учтем, что 
tan   cot 1, и получим требуемое. 
в
ек
то
р
ы
 
 
1. Поскольку AC  и AB  перпендикулярны, выполняется 
0 AC AD В прямоугольных треугольниках ∆ABC  и 
∆ABD выполняется 
  AC =  AB BC  
  AD =  AB BD  
2. Подставив эти равенства в формулу пункта 1, раскрыв 
скобки, и учитывая, что: 
0  и  0  AB BC AB BD получим  0AB AB BC BD  
3. Применяя определение скалярного произведения, и учтя, 
что угол между и  BC BD  равен 180º, получим требуемое. 
 
Опыт показывает, что когда ученики или студенты решают одну и ту же задачу различными 
способами, они глубже понимают специфику того или иного способа, его преимущества и недо-
статки в зависимости от содержания задачи. На уроке разные способы решения сравниваются по 
критериям, установленным учителем вместе с учениками, а иногда проводятся соревнования: ка-
кой способ самый красивый, оригинальный, элегантный, интересный, короткий и т. п. 
В процессе поиска нового способа решения учащиеся определяют тему-помощник 
(например, в таблице 2 тема «Векторы») и тему-источник (таблица 2 – «Геометрия»). 
Вместо задач, «сопровождающих» учеников в разных темах, можно использовать и 
теоремы (например, теорему Пифагора учащиеся могут доказывать в разных классах разны-
ми способами – в соответствии с темой урока). 
В начале изучения очередного нового математического раздела, на первом уроке по но-
вой теме каждый ученик получает лист с задачами и теоремами, относящимися к изученным 
ранее темам математики, которые можно решить с помощью  новой темы. Задачи и теоремы 
на листе классифицированы по принадлежности к темам. Конечно, на этом этапе ученик не 
умеет их решать, но может видеть, что новая тема – это тема-помощник, поскольку является 
инструментом для решения задач из других тем (в том числе для доказательства известных 
ему теорем другим способом). Это усиливает мотивацию ученика начинать и продолжать 
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изучение нового математического инструмента. В процессе изучения темы мы возвращаемся 
к этим задачам, и ученики испытывают удовлетворение, когда успешно справляются с их 
решением. Ниже в таблице 3 приведены задачи, с которыми ученикам предлагается позна-
комиться на первом уроке по теме «Векторы», и указаны темы-источники (раздел математи-
ки, к которому эта задача/теорема принадлежит). 
 
Таблица 3 – Задачи из разных тем, которые можно решить с помощью векторов 
 
Раздел математики Примеры задач и теорем 
Геометрия Доказать, что диагонали ромба перпендикулярны. 
Доказать теорему об угле, вписанном в окружность. 
Доказать теорему о средней линии треугольника и трапеции. 
Доказать теорему Пифагора. 
Тригонометрия Доказать теорему косинусов. 
В треугольнике ABC дано: AB=c, AC=b, BAC=α. Выразить дли-
ну медианы к стороне BC.  
Стереометрия Доказать теорему о трех перпендикулярах. 
Доказать признак перпендикулярности прямой и плоскости. 
Комплексные числа Дано, что вершины двух треугольников ABC и MNP это комплекс-
ные числа a, b, c и m, n, p соответственно. Доказать, что если вы-
полняется равенство 
c a p m
b a n m
, то треугольники подобны.  
Аналитическая геометрия 
 
В квадрате ABCD даны координаты вершины A (7,1) и противопо-
ложной ей вершины C (-1, 5). Найти координаты двух других вер-
шин квадрата. 
 
Рассмотрим пример «взаимопомощи» между разделами математики – комплексные 
числа и тригонометрия (аналитическая), позволяющей учителю и ученикам использовать ап-
парат одной темы для решения задач в другой теме. 
Комплексные числа помогают тригонометрии: при изучении темы «Возведение ком-
плексных чисел в степень» учащимся предлагается доказать формулы синуса и косинуса 
двойного угла, тройного угла и т. д., известные им из тригонометрии. Докажем, например, 
формулы для sin(2α) и cos(2α). Для этого выразим квадрат комплексного числа (cosα sin α)i  
двумя способами – по формуле сокращенного умножения квадрат суммы и по теореме Муа-
вра, и приравняем результаты. По формуле квадрата суммы получим: 
 ( cosα sinαi )2 = cos2α + 2 cosαsinαi  – sin2 α = (cos2α - sin2α) + 2  i  cosα sinα,   (1) 
Используя теорему Муавра, получим: 
(cosα sinαi )2= cos(2α) + i  sin(2α),                                           (2) 
Два комплексных числа в алгебраической форме равны, когда соответственно равны их 
действительные и мнимые части. Отсюда, приравнивая соответствующие правые части (1) и 
(2), получим формулы двойного угла: 
cos(2α) = cos2α - sin2α и sin(2α) = 2 sinα cosα. 
Эти формулы очень широко используются в тригонометрии, и доказываются в ней 
обычно с помощью подстановки α    в следующие формулы: 
sin(α  ) sin αcos sin cosα  и cos(α ) cosααcos sinαsin   
Аналогичным способом, используя формулу сокращенного умножения для куба суммы 
и теорему Муавра для третьей степени, можно получить формулы sin(3α)  и 
cos(3α)     для тройного угла . Этот пример показывает учащимся применение теоремы Муавра, 
в частности, в тригонометрии. Здесь «Тригонометрия» была темой-источником, а «Ком-
плексные числа» – темой-помощником. 
Тригонометрия помогает комплексным числам: учащимся предлагается исправить 
ошибки в написании тригонометрической формы следующих комплексных чисел: 
1)  3 cos sin
4 4
z i      2)  3 cos  sin
4 4
z i      
2
3)  4 cos  sin
3 6
z i  
Построение интегративных связей в процессе преподавания математики… 
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В каждом из примеров разная ошибка: в первом – знак минус перед модулем, во втором – 
знак минус между косинусом и синусом, в третьем – разные углы у слагаемых. Приведем 
решение примера 1, в котором используется свойство нечетности функции синус, а также 
следующие формулы приведения:  sin sin
4 4
,  cos cos .
4 4
 
 
5 5
  3 cos sin 3 cos sin 3 cos sin  
4 4 4 4 4 4
z i i i  
Здесь «Тригонометрия» была темой-помощником, а «Комплексные числа» – темой-
источником. 
– Решение задачи разными способами как введение к изучению новой темы. Перед 
началом изучения нового математического раздела предлагаю учащимся решить задачу, ко-
торая как правило является характерной для этого раздела. Не владея еще новым инструмен-
том для решения такой задачи, ученики ищут способы ее решения с помощью уже изучен-
ных тем, и эти способы обсуждаются и анализируются на уроке. Переходя к новой теме, мы 
снова возвращаемся к той же задаче и решаем ее, используя новый инструмент. Это позволя-
ет ученикам понять значение и применение новой темы, а также по достоинству оценить те 
преимущества, которые она дает для решения задач. Например, перед изучением темы «Ре-
шение текстовых задач на минимум и максимум» учащимся была предложена задача: Как 
получить (вырезать) из треугольного куска картона прямоугольник наибольшей площади? 
(рисунок 2). Решения, найденные учащимися, содержали опытные проверки гипотез, анализ 
результатов, строгое математическое доказательство, и они использовали геометрию, триго-
нометрию и даже метод «сворачивания бумажного треугольника» (так его назвала ученица, 
которая решила задачу путем складывания листа). 
– Решение разными способами старинных задач и задач, связанных с историей ма-
тематики. Часто на уроках математики решаются старинные задачи, составленные извест-
ными математиками, что также предоставляет учащимся возможности поиска разных спосо-
бов решения, включая тот способ, которым сам математик решил задачу. Например, при 
изучении темы «Арифметическая прогрессия» предлагаю ученикам решить задачи, состав-
ленные и решенные Пифагором и его учениками. Пример одной из них: доказать, что сумма 
любого числа последовательных нечетных чисел, начиная с единицы, равна точному квадра-
ту натурального числа. (То есть 1 + 3 =  4= 22, 1 + 3 + 5 = 9 = 32, 1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 42 и т. д.). 
В Пифагорийской школе эта задача решалась геометрически с помощью «метода гномонов» 
[7], в котором единица представлялась в виде квадрата, а последовательные нечетные числа 
– в виде гномонов, то есть фигур г-образной формы, состоящих из нечетного числа квадра-
тов (единиц) (рисунок 3). Учащимся было предложено догадаться и объяснить способ, с по-
мощью которого Пифагор и его ученики решали эту задачу, а затем найти другой способ ее 
решения и сравнить эти способы. В этой работе создались интегративные связи между гео-
метрией и алгеброй, и учащиеся использовали материал изучаемой темы (доказательство с 
помощью формул суммы арифметической прогрессии). 
 
  
 
Рисунок 2 – Прямоугольники, вписанные 
в данный треугольник 
Рисунок 3 – Гномоны 
 
Заключение. Роль подхода: «Задача – одна, способов решения – множество». Под-
ход развивает: 
– творческое математическое мышление. Учащиеся находят способы, отличные от тех, 
которые изучали раньше, представляют и объясняют их решения в классе, убеждают других 
учеников в правильности решения, исследуют разные решения. 
А.Б. Прусак 
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– гибкость математического мышления. Развивая это качество у учеников, учителя са-
ми должны быть гибкими в процессе преподавания [8], [9]. 
– математические знания и педагогическое мастерство самого учителя: учителя сами 
учатся и развивают математическое творчество [4]. 
– методический прием, при котором решаемая многократно разными способами задача 
превращается и в инструмент учителя и в исследуемый математический объект.  
– видение математики как единой целостной картины – «пазеля», в котором каждая 
составляющая – это какой-то раздел в математике. Понимание, что каждая изучаемая тема не 
существует «сама для себя», а тесно переплетается с другими темами, они «используют» 
друг друга и помогают одна другой. 
– чувства красоты в математике путем анализа способа решения и сравнения различ-
ных способов между собой по критериям. 
– важные качества человека: сообразительность, настойчивость, аккуратность, умение 
аргументировать и убеждать в его правильности, критичность по отношению к способу, при-
думанному самим учеником, другими учениками или учителем, а также воображение – каче-
ство, важное для планирования работы и поиска оптимальных решений в жизни. 
– видение и понимание значения и применения каждой изучаемой  темы как инстру-
мента, помогающего решать задачи из других тем, и как результат – изменение представле-
ния о математике. Это отражено в отзыве ученицы: 
«Я начала думать по-другому… Чему научилась? Открытости мышления и способности 
рассматривать, анализировать и исследовать математический объект с разных сторон. 
Научилась позволять мыслям течь. Я поняла, что математика – это не сборник  задач, кото-
рые только ждут, чтобы я их решила. А это целый мир, мир живой и многогранный, интерес-
ный, увлекательный и открытый, где не все известно заранее. В этом мире есть место для ин-
дивидуальной мысли каждого, место для личного самовыражения и для творчества». 
Подытоживая, отметим: даже в одной задаче содержится богатый методический потен-
циал для развития математического мышления и творчества учащихся, и поэтому решение 
одной задачи разными способами должно стать неотделимой составляющей школьной про-
граммы по математике. 
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